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Mensaje para los estudiantes

Apreciado estudiante:

Pensando en ti, para que puedas lograr tus suefios, queremos
que sigas aprendiendo. Ahora que estds en casa, aprovechay
comparte con tu familia, escribe historias con tus personajes
favoritos, lee todo lo que puedas, imagina un mundo mejor,
cuida a los animales, siembra un arbol; en fin, aprovecha el
tiempo y trata de ser muy feliz.

iTe extrafhamos! pronto nos veremos, recuerda que es
importante que sigas aprendiendo. Para lograrlo, debes
desarrollar cada una de las asignaciones y actividades, que han
sido elaboradas, especialmente para ti. Trata de hacerlo de
formaindependiente, sitienes quien te ayude, ifabuloso! Pero
recuerda, tienes una oportunidad valiosa para que, a través
de los libros, puedas conocer el mundo, aprender la magia
de los numeros, viajar con la lectura, analizar la importancia
del agua, los beneficios de los arboles, el funcionamiento de
nuestro cuerpo y los cuidados que debemos darle.

Eres de gran valor para tu familia y nuestro pais, por eso
debes cuidar tu salud y seguir las recomendaciones para la
prevencién de enfermedades.

Pronto volveremos a la escuela y queremos que nos digas
cuanto aprendiste, el tema mas interesante que desarrollaste,
la lectura que mas te gusto, lo divertido que fue para ti,
aprender en casa. iNos veremos pronto, todo va a salir bien!

Votwnga Govday do Villalobos

Ministra de Educacion
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UNIDAD 1: TRIGONOMETRIA

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

Aplica las identidades trigonométricas fundamentales en la solucién de problemas.
Desarrolla la capacidad de razonamiento légico mediante la demostracion de
identidades trigonométricas.

Usa las identidades trigonométricas de dngulos compuestos en la solucion de
problemas.

Resuelve ecuaciones trigonométricas aplicando algoritmos de ecuaciones lineales y
cuadraticas.

INDICADORES DE LOGRO

Deduce las identidades trigonométricas fundamentales, aplicando razones
trigonométricas, con precision.

Demuestra identidades trigonométricas aplicando correctamente procesos
algebraicos.

Determina la solucién de ejercicios, utilizando las identidades de angulos
compuestos, angulos especiales y angulos cuadrantes, mostrando actitud critica.
Resuelve con seguridad y disposicidn, ecuaciones trigonométricas, aplicando los
algoritmos de la resolucién de ecuaciones lineales y cuadraticas

UNIDAD 2: GEOMETRIA ANALITICA

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

Identifica los elementos de la recta.

Determina las diferentes formas de la ecuacidn de la recta.

Identifica los elementos de la pardbola.

Determina las diferentes formas de la ecuacidn de la parabola.

Deduce la ecuacidn de los diferentes conicos dados algunos de sus elementos.

Utiliza software como recurso tecnoldgico para graficar las diferentes formas de lineas
rectas y las conicas.

INDICADORES DE LOGRO

Deduce y utiliza con seguridad, la férmula para calcular la distancia entre dos puntos.
Resuelve ejercicios utilizando la férmula para calcular la distancia entre dos puntos.
Determina con exactitud los elementos y construye la grafica de cada una de las
conicas.

Determina correctamente, la ecuacidon de cada una de las cdnicas conociendo algunos
de sus elementos.

Grafica correctamente cada uno de los elementos la cénica.

Resuelve con responsabilidad problemas de aplicacidon de cdnicas, aplicando sus
respectivos procesos.
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UNIDAD 3: ALGEBRA

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE

Aplica las matrices y determinantes para resolver sistemas de ecuaciones lineales con
tres incognitas

INDICADORES DE LOGRO

Resuelve operaciones con matrices con seguridad.

Resuelve situaciones reales utilizando el dlgebra de matrices.

Aplica con precisién el escalonamiento de Gauss para resolver una matriz.
Identifica con dominio y confianza los elementos de un determinante.
Resuelve correctamente ejercicios y problemas aplicando determinantes

COMPETENCIAS MATEMATICAS

Aprender a aprender: Muestra capacidad permanente para obtener y aplicar nuevos
conocimientos y adquirir destrezas.

Desarrolla la habilidad para utilizar y relacionar situaciones reales que involucren diferentes
tipos de aplicacion en el area técnica de los niumeros complejos, inecuaciones y la
trigonometria.

Matematicas: Resuelve los conceptos matematicos en la solucidn de situaciones de su entorno.
Tratamiento de la informacién y competencia digital: Participa en proyectos innovadores
mediante la aplicacidn de estrategias diversas con miras a la solucién de situaciones de su
entorno.

Autonomia e iniciativa personal: Manifiesta actitud perseverante hasta lograr las metas que
se ha propuesto.

RECURSOS DIDACTICOS

Lapiz, borrador cuaderno, calculadora, Microsoft Office-Excel.
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PRESENTACION

El COVID-19 nos ha cambiado la vida, ahora debemos estar en casa y no en las escuelas
como estamos acostumbrados. De esta manera evitamos un mayor contagio en las
comunidades, en nuestras familias y amigos. Para que continle estudiando en su casa,
un grupo de docentes de matematica y los egresados de la Maestria en Didactica de la
Matematica, dictada por la Universidad Auténoma de Barcelona; Auspiciada por la
SENACYT, hemos elaborado esta guia de aprendizaje con el fin de que nuestros
estudiantes sean competentes y descubran la importancia de la matemadtica y sus
aplicaciones en la naturaleza, en la vida diaria y en el mundo. El propdsito fundamental
es mejorar la calidad en los procesos de ensefanza.

Las tematicas presentadas corresponden al curriculo priorizado de undécimo grado de la
educacién media académica. En los talleres que hemos seleccionado esta considerada la
problematica que existe en esta area y el papel fundamental de la visualizacion en el
desarrollo de problemas matematicos.

La relacién con la naturaleza, el contexto y la relacién con otras ciencias, permiten que
el estudiante desarrolle la visualizacién explorando y observando lo que sucede con los
objetos que existen en su medio, que se valore a si mismo y aborde problemas y retos
teniendo en cuenta los objetivos que persigue e integre los conocimientos tecnolégicos,
humanisticos y cientificos que faciliten el establecimiento de relaciones entre los
diferentes campos del saber humano.

A continuacion, presentamos los conceptos basicos mediante una secuencia de
actividades (Introduccién-l, Temas-T, Autoevaluacidn-A); que corresponden al aiio lectivo
2020, las mismas pueden ser desarrolladas en este cuadernillo o en su portafolio de
actividades.

Bienvenidos al “Mundo Maravilloso de la Matemdtica”.

#aprendoencasa, iJuntos lo lograremos!

Docentes del Mundo Maravilloso de la Matematica.
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1| TRIGONOMETRIA

TEMA 1. HISTORIA
DE LA
TRIGONOMETRIA

Se ha preguntado alguna vez...

écudl es el origen del estudio de los
dngulos y de los triangulos?

1!0

iHagamos un poco de Historial

En sus origenes practicos los babilonios y los egipcios utilizaban los dngulos y los tridangulos
para efectuar medidas en la agricultura y en la construccién de edificios; con el estudio de
ellos, también se predecian las rutas y posiciones de los cuerpos celestes, la exactitud en la
navegacién y el célculo del tiempo y los calendarios. Todas estas relaciones entre los lados
y los angulos de triangulos para medir distancias y extensiones de terreno por triangulacion
son estudiadas por la trigonometria la cual, etimoldgicamente, significa Tri (Tpt) tres, gono
(ywvo) angulo, metria (pnetp'ta) medida, es decir, "medida de tres angulos".

“Los babilonios determinaron aproximaciones de medidas de
dangulos o de longitudes de los lados de los triangulos rectdngulos.
Varias tablas grabadas sobre arcilla lo testimonian. Por ejemplo,
una tablilla babilonia escrita en cuneiforme, denominada Plimpton
322 (en torno al 1900 a. C.) muestra quince ternas pitagdricas y
una columna de numeros que puede ser interpretada como una
tabla de funciones trigonométricas (Figural); sin embargo, existen  gigca 1. Tablilla babilonia '
varios debates sobre si, en realidad, se trata de una tabla escritaen cuneiforme

trigonométrica.

Los egipcios dividieron a los 360 grados de la ecliptica en 36
secciones de 10 grados cada uno. (Figura 2). Esta division era 2300
afios a. C. cada seccion de diez grados (llamado decano de la
palabra griega diez) contenia una constelacion de estrellas,
alineadas a lo largo de la ecliptica. Dado que la Tierra realiza una
rotacion completa en 24 horas, las estrellas en un nuevo decanato

se levantardn sobre el horizonte mds o menos cada 40 minutos. El  Figura 2. Division de
360° de la ecliptica en
36 secciones de 10°
cada una.

13
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sistema de decanos se utilizé para determinar las horas de la noche y las estaciones”.?

ACTIVIDAD N°1.

Desarrolle las siguientes actividades de repaso sobre la historia de la trigonometria y conceptos
basicos.

1. Observe el video historia de la trigonometria en el canal de YouTube:
https://www.youtube.com/watch?v=Xh73G2rVFfo
a) Realice segun lo aprendido en el video un mapa conceptual de la historia de la
trigonometria cronolégicamente. Realice el mapa en hoja tamafio carta, blanca.

2. Observe el circulo unitario? y completa las siguientes tablas:

4+ Y (Sen)

0 rad ¥ (COS)

360° =2m

180°=m

210°=7m/6 4 330°=11m/6

/4

a) Complete la tablay los valores del circulo unitario con los datos anteriores:
Angulo |30 [45° |60° |90° 180° | 225° |270° |315° | 360°
Radianes | /6

b) Determine los valores de la funcidn seno y coseno:

L £l contenido de este apartadoy la figura 1y 2, se obtuvieron de: https://www.sutori.com/story/historia-de-la-
trigonometria-y-la-medicion-de-angulos--x2eV7wdjMVR8ByA530B7Eaxc

2 https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/trigonometria/ejercicios-resolver-las-
ecuaciones-trigonometricas.html

14
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30 45° 60° 90° 180° 225° 270° 315° 360°
y=sen O | %
x=cos 0 2
3. Construya su propio circulo unitario. Coloque los dangulos y radianes. Personalicelo.

an o O- e
- - | - -~ ~
o) ! ol
- \ | / ~
7 ” | S\
o . Q
, \ \ | / . \
/ \ \ ( y \
/ \ | p
o} ) | / Q
/ ~ 1 p - \
/ ) N ; - 2
l \ | v ‘
I \ | ’, ‘
’ AR SR, / \
I NCy L \
I \,‘\\ L2 . ¢
O—============="" o
! ‘ I
| -~
' -~ AU 3 g ™ I
\ . \ N )
\ ) . M . !
\ ’ / { . \ . & !
\ g , . " 3 S /
, S | LT
o} | ? O
\ / | \ /
N\ /’ 4 { D
v, T /7
(@) \ O
N\ | 7’
S ~ / | \ > ”
o. i LB
- = | > -
- - - O - — -
_____________________ g

iGeniall Ha culminado el Tema 1.
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TEMA 2. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

o Tdentidad
Se llama identidad al enunciado de igualdad que es valido para todos los valores de la
variable para los cuales las funciones involucradas en el enunciado estan definidas.
Por ejemplo: la ecuacién (x +2) (x —2) = x? - 4 es vélida para todo valor de x, por
tanto es una identidad.

o Tdewntidad Trigonomértrica
Una expresidn trigonométrica es una identidad trigonométrica. Las identidades
trigonométricas se clasifican, de acuerdo a la forma en que han sido deducidas, en tres
grupos que son: funciones reciprocas, por cociente y relaciones pitagoricas, estas se
deducen de las seis funciones trigonométricas para desarrollar ocho relaciones
fundamentales.

o  TFunciones Reciprocas
Dos funciones son reciprocas cuando su producto es igual a la unidad, es decir.
(1) senf.cscO =1

(2) cosf.secO =1

(3) tanf. cotf =1

Demostracion:

Tomando como referencia un tridngulo rectangulo en
el plano cartesiano, como muestra la Figura 3, con
catetos de lado x, y e hipotenusa r. P(x,y)

ﬂry

Consideremos la primera funcidn reciprocay la

y X

definicidn de las funciones trigonométricas. Para

demostrarla debemos recordar que:

Figura 3. Angulo en el primer

cuadrante
y  lado opuesto r hipotenusa
senf === — ; cos0= —=—————
r hipotenusa y lado opuesto

16



Guia de Aprendizaje de Matematica 11°- Media Académica
El Mundo WMaravilloso de la Matemdtica

Si reemplazamos el sen@. csc tenemos que:

sen0.cscO = % .

<=

Simplificando,

sen0.cscO =

=1

RN
LR

Por lo tanto, queda demostrado que:

sen0O.cscO =1

Ahora, le exhortamos a que haga sus demostraciones de las otras dos
funciones reciprocas. jAnimo! Guiese del procedimiento anterior.

Demuestre que cos@.secl =1  aduid

Demuestre que tanf. cot@ =1

aquil

17
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Despejando cada una de las relaciones obtenemos:

De sen@.cscO =1 seobtiene senf=_+ , cscl= 1
csco send

De cos@.secd =1 se obtiene cosg=—L_ , sech =L
secld cosé

De tanf.cotd =1 seobtiene tang=—L ., coth=_L
cotd tan@

e Relacioves por Cociente

Estas se deducen directamente de las definiciones de las razones trigonométricas:

4) tanf = ——
@) C

send
0s6

cosf
cotfd = ——
(5) send

Demostracion: Usando la figura 3 y la definicién de las funciones trigonométricas, tenemos:

Reemplazando,

Simplificando,

Por definicidén, segun la figura 3

sen 0 y . X
cos r r
y ¥
rx
=Y
X
lado opuesto
X lado adyacente

Ahora, le exhortamos a que haga la siguiente demostracion. ]AVIIW\O'.

c
Demuestre que COt 0 = S

end

’

AdUi

\
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o Relaciones Pitagéricas

Recordando el Teorema de Pitdgoras x? + y? = r? (segun la figura 3) y la definicién de
las funciones trigonométricas se tiene:

Si se dividen en ambos miembros de la igualdad por r?, obtenemos:
B+ =0
B+

sen?@ + cos?@ =1 (definicion de sen@ y cos8)

1 (simplificando)

En forma similar se obtienen las otras dos identidades pitagdricas.

(6) sen?@ + cos?’0 =1
(7) 1 +tan?@ =sec?O

(8) 1+ cot?0 =csc?0

Las ocho relaciones fundamentales son identidades y se pueden usar para deducir otras
menos fundamentales.

A continuacidn, se presenta el hexagono de las identidades, el cual te ayudara para recordar
las 8 identidades trigonométricas.

HEXAGONO DE LAS IDENTIDADES
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1. Las dos funciones en la diagonal son reciprocas:

1

senfd = —— = sen@ .cscfd =1
cscé

coséf =44147 = cos@ .secld =1
secd

tan@ :L = tan@ .cotd =1
cotd

2. Cualquier funcidn es igual al producto de las funciones que se encuentran en los vértices

adyacentes:
senéd
tan@ = = senfd = tané@ . cosd
cosé@
cosé@
cotld = = Cc0sf = cotdf . send
senéd

3. En cada tridangulo sombreado, el cuadrado de la funcidén superior izquierda mas el
cuadrado de la funcion superior derecha es igual al cuadrado de la funcién inferior:

sen?d + cos’0 =1 = co0s’0 =1 — sen’d , sen’d =1 — cos?@
1 + tan’@ = sec?@ = tan®’f = sec’d - 1 , 1 = sec’d — tan?e
1 + cot’@ = csc?é — cot’0 =csc?d - 1 , 1 = csc’ — cot?e

Para demostrar que una ecuacidn es una identidad, consiste en convertir uno de los
miembros de la ecuacion en la forma que tiene el otro miembro. No hay un método general
para demostrar estos ejercicios, pero existen algunas indicaciones que te pueden ayudar.

e Es conveniente trabajar con el miembro mas complicado de la identidad

reduciéndolo a la forma del miembro mas sencillo.

e De ser posible se debe factorizar, a veces es necesario multiplicar el numerador y
denominador por un mismo factor, es equivalente a multiplicar por la unidad.

e De no ser posible aplicar ninguna de las indicaciones anteriores, las funciones del
miembro mdas complicado se convierten en senos y cosenos y se simplifica.
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Ejemplos:

A- Demuestre que las siguientes expresiones son identidades:

ZA

se
1. cosA + =secA

cosA

Solucién: Partimos del primer miembro para llegar al segundo que es el mas simple, asi:

sen?A  cos?A + sen?A

cosA + = aplicando suma de fracciones
cosA cosA (ap )
1
=— (aplicando identidad pitagérica: sen’ A + cos® A = 1)
=secA (aplicando identidad reciproca: cos A. sec A =1)
1 1

= 2 2A
1+ cosA + 1—cosd es¢

Solucién: Partimos del primer miembro, asi:

1 1 _ 1-cosA+1+cosA
1+cosA 1-cosA (14+cosA)(1—cos A)

(suma de fracciones)

2
- (14+cos A)(1—cos A)

(reduciendo términos semejantes y cancelando opuestos)

=—2 (producto de la suma por la diferencia)

" 1-cos2A
2 .
=— (aplicando sen?A + cos? A=1)
sen“A
. 1
=2csc?A (aplicando —— = cscA)
sen A
cos 6@
3. tanf + = secH
1+sen 6

Solucién: Partiendo del primer miembro tenemos:

cosf _ senf cosf sen 6

tan 6 = reemplazando tan 8 =
+ 1+sen 0 cos @ 1+sen @ ( P cos 6

)
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_ senf(1+senf)+cos(cosb)

cos O (1+sen 0)
_ senf+ sen?0+ cos?0

cos O (1+sen 0)

(suma de fracciones)

(multiplicando término a término en el numerador)

_ senB+(sen?6+ cos?6)

(agrupando los dos ultimos términos en el numerador)
cosO(1+sen 6)

_ senf+ 1
"~ cos 6(1+sen 6)

_ (1+senb) . .
= m (S|mpI|ﬁcando)

_ 1
cos 6

(sen?0 + cos?6 = 1)

=secH (usando cos 8 .sec 8 =1)
4. sen’B -cos’O =sen* B -cos* @

Solucién: en este caso partimos del Segundo miembro, pues los términos tienen los
exponentes mayores que en el primero.

sen* 0 -cos* 0 =(sen? O +cos?0)(sen?O -cos?0) (diferencia de cuadrados)

= (1) (sen? @ - cos?0) (sen?@ +cos? O =1)
=sen? 6 -cos?0 (multiplicando por 1)
ACTIVIDAD N°2 W

A- Repasemos lo aprendido.

| Parte: Doble alternativa. Escriba V para el enunciado verdadero y F para el falso.
» Las funciones trigonomeétricas SON SEiS.......ccccevueververevecrecveevereeeeeesnens -
Las identidades fundamentales son ocho.........ccccecveiveiceneneniciineinen,
Las identidades fundamentales se dividen en tres grupos............
Sen A. Csc A =1 es una funcidon cociente.......ccoceceveeveeceeenercecnnecneene s
Sen?A + Cos?A = 1 es una funcion reciproCa.......o.eceeeeeeeveeesenees

YV V V V

Il Parte: Desarrollo. Responda las siguientes preguntas en forma clara.
1) Escriba dos funciones reciprocas: ,

2) Escriba funciones cocientes: ,

3) Escriba dos funciones pitagéricas: ,
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Ill- Demuestre que cada una de las siguientes ecuaciones es una identidad3.

1. (1+tan®0)cos’o =1
2. (1-cos’A)(1+cot’?A)=1

2
3. M=tan2A
1+cot® A
_ 2
4, ﬂ=senAcosA
CotA

1+senA  cosA _ 1+senA

5. + =
COSA senA  SenAcosA
6 1+cscA cotA  1+cscA
" cotA cscA cotAcscA
. tan A seCA—COsA _

SecA ) tan A
8. csc?A —cot?A = csc?A + cot?A

tan A+sec® A—secA

9. =tan?A + senA
SecA
3 J—
10. cosA+sen*A—senA = Cot A —cos? A
senA

11. (cscA+ 1) (cscA—1) =cot’ A

1-cosA senA
+

12. =2cscA
SenA 1-cosA
13 tan & tang 2
"1+secd 1-secd send
14. 2csc?f = 1 + 1

(+cosd) (1—cosh)

20 2
15. sen"d CSS ¢ =tan?0 — 1
1-sen“@

IGENTAL Ha culmivado el +ema 2.

3 Ejercicios de la practica recopilados de Rees, P. y Sparks, F. (1998). Trigonometria.
Reverté Ediciones S.A. de C.V.
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TEMA 3. IDENTIDADES DE ANGULOS COMPUESTOS

o Tdentidades para la suma o
diferevcia de dos dngulos.

También se les conoce como identidades de

angulos compuestos, se refieren a la suma

o la diferencia de angulos, las mas comunes

son: seno, coseno y tangente.

Veamos sus férmulas: . TouchMeasure OR Cameca

Sen(o +B) = sen «.cosf + cos x.senf
Cos(x +B) = cos %.cosf F sen «x.senf

tan < + tan

+5) = —
Tan(ec 1) 1+ tan <. tanf

Es importante aclarar que cada férmula esta comprimida y para su manejo adecuado
debemos tener en cuenta lo siguiente. Analicemos la primera férmula:

Sen(x +f) = sen «.cosp + cos x.senf

g Si queremos encontrar el seno de la suma de

- dos dngulos utilizamos.

Sen(x +f) = sen «.cosp + cos x.senf

Por otro lado, si buscamos el seno de la resta de dos angulos se usar3,

Sen(x —fB) = sen «.cosfB — cos x.senf3
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ACTIVIDAD N°3 y

En esta actividad desarrollaremos el uso adecuado de las formulas de identidades de
angulos compuestos.

I- Observe la siguiente férmula:
Cos(x +B) = cos %.cosf F sen «.senf

1. Escriba el signo que hace falta en la siguiente ecuacidn y encuentre el Coseno de la

suma.
Cos(x B) = cos x.cosf sen «.senf

2. Sise quiere encontrar el coseno de esta resta, le invito escribir los signos que
hacen falta en la siguiente ecuacién:
Cos(x B) = cos x.cosB sen X.senf

II- Si se busca la tangente de la suma, écudl es la férmula que se debe utilizar?

_ fancttanf
a. Tan (OC _ﬁ) - 1-tanc.tanf

_ fancttanf
b. Tan(OC +ﬁ) "~ 1+tanx.tanB
c. Tan(x +f) = s

1- tanx.tanf

[ll- Escriba la férmula correcta para encontrar la tangente de la resta de dos angulos.

Escriva aguiy

IGENTAL! Ha culminado el tema 2.
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TEMA 4. ANGULOS NOTABLES.

En nuestro alrededor y en el lugar menos
esperado detectamos los d&ngulos como
observamos en la hermosa foto * y arquitectura
del Biomuseo en Panama cuya obra resalta
formas y figuras geométricas en toda su
estructura. Cabe resaltar que los dangulos
notables mas conocidos. Son: 30°, 37°, 45°, 53°
y 60°.

Figura 4. Biomuseo Panama

Para poder obtener las razones trigonométricas del seno, coseno y tangente de cada uno
de ellos debemos considerar los siguientes triangulos.

lu|

Opuesto 4 Opuesto 1 Opuesto 1
sen53°=————=-  sen45°=——-—-=— send3l°=——-—=-
Hipotenusa 5 Hipotenusa /2 Hipotenusa 2
Adyacente 3 Adyacente 1
c0553°=_"y—=— COS45° =y—=— COS300 =M=§
Hipotenusa 5 Hipotenusa /2 Hipotenusa ~ 2
Opuesto 4 Opuesto 1
tan53° = b~ 0 = ggpgse = —beosl0 2 age o OPuesto 1
Adyacente 3 Adyacente 1 Adyacente /3
sen37° = m = 3 60° = Opuesto V3
Hipotenusa 5 sen "~ Hipotenusa 2
c0s37° = M = f o Adyacente 1
Hipotenusa 5 €os "~ Hipotenusa 2
Opuesto 3
tan37° = ——=—
an Adyacente 4 tan60° = M ﬁ

~ Adyacente 1

4 Obtenida de https://www.flickr.com/photos/bernai-velarde/32463472972
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ACTIVIDAD N°4.

Triangulos de referencia.
Escriba los valores que hagan falta en cada figura

Y

37

—

0%

Escriba las razones trigonométricas solicitadas.

sen53° = —

c0s53° = —

tan53° = —

sen37° = —

c0s37° = —

tan37° = —

IGENTAL! Ha culminado el +tema 4.

sen45° = —

c0s45° = —

tan45° = —

sen30° = —

cos30° = —

tan30° = —

sen60°

cos60°

tan60° = —
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TEMA 4.1. USO DE LAS FORMULAS DE ANGULOS COMPUESTOS

Ahora que ha comprendido el uso de las férmulas de
angulos compuestos y recordado los dngulos notables,
estudiemos un poco la aplicacibn de estos
conocimientos en nuestra vida diaria.

En nuestro pais encontramos edificios con una
construcciéon muy interesante, como el famoso Edificio
“El Tornillo” entre otros. En ellos se realizé un gran
trabajo de arquitectura que seguramente utilizé
conocimientos de trigonometria como los que vamos a
analizar en los siguientes ejemplos.

X

el So Ml Ciemplol: Vamos a encontrar el coseno de 75° sin el uso

Figura 5. Ciudad de Panama.  de calculadora. Y para ello utilizaremos los &ngulos
Calle 50. Edificio del Tornillo.  \¢aples, es decir, las razones de aquellos &ngulos
conocidos como los son 30°, 45°, 60°, 37° y 53°.
Primero: podemos observar que 75° se puede escribir como la suma de dos de los angulos
notables, ellos son 30° + 45°.
Segundo: consideramos a «= 30°y B = 45°
Tercero: encontramos el cos 75° mediante la férmula:

Cos(x +f) = cos x.cosf} — sen .senf

Cuarto: remplazando tenemos que:

Cos(30° + 45°) = c0s30°.cos45° — sen30°.sen45°

e Repasemos los siguientes conceptos:

vk

Adyacente /3
c0s30° = —— = —
Opuesto 1 2 Hipotenusa 2

sen4d5° = —— = — = —
Hipotenusa 2 2
Opuesto 1
sen30° = Wootemusa 2
Adyacente 1 V2 ipotenusa
cos45°=— = — = —
Hipotenusa 2 2
oo, 1 V2 : . 1 V2 V2 _ V2
Observacién: —= = —, racionalizando = —=—==—
V2 2 2 2 4 2
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Luego de repasar que:

V3 V2 2
sen30° = — o_ ‘%Y o_ '~ o_ =
2 cos30 > sen45 > cos45 >

Podemos retomar el proceso de solucidn.
c0s(30° + 45°) = (cos30° - cos45°) — (sen30° - sen45°)

. . V3 V2 1 V2 Reemplazamos el cos30°,
cos(30° + 45°) = o 2 ) \27 % el sen30°, el cos45° y el
sen45° por sus razones
correspondientes.

) . V3-2 1-v2 Se multiplican las
cos(30° + 45°) = 2.2 )\ 232 fracciones.
) ] V6 V2 Escribimos los resultados
cos(30° +45°) = 2 7 de la multiplicacién.
) 6—+2 Encontramos la resta de
cos(75°) = 4 las fracciones
homogéneas.

Ejemplo 2: Encuentre el cos 16°.
Comenzamos buscando una relacién de suma o resta de los angulos notables que nos de
16°; podemos considerar a 53° y 37° cuya resta es 16°, entonces podemos decir que:

x=53°yf = 37°
Entonces utilizaremos la férmula del coseno de la resta de dos dngulos, es decir:
Cos(x —f) = cos X.cosf + sen «.senf
Considerando a x= 53° y § = 37° tendremos:

Cos(53° — 37°) = c0s53°.c0s37° + sen53.sen37°
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e Repasemos los siguientes conceptos:

Adyacente 4
c0os37° = —F"————=—
Hipotenusa 5

Opuesto 3
sen37° = — =—
hipotenusa 5

ao®

3

&
Opuesto 4

530 = ———— ==
sen Hipotenusa 5

Adyacente 3
c0s53° = ————— =—
Hipotenusa 5

Podemos retomar el proceso de la solucién

Cos(53°—37°) = cos53° - cos37° + sen53 - sen37°

3 4 4 3 Reemplazamos los valores
Cos(53° - 37°) = (—-—>+ (—-—)
( ) 55 55 de las razones

correspondientes a cada

angulo.
12 12 ipli i
Cos(53° — 37°) = —= + —= Se rT,1uIt|p.I|caln las fracciones
25 25 segun se indica.
24 Y
Cos(53° — 37°) = —= Luego se. efectua la suma de
25 las fracciones dando este

resultado por ser

homogéneas.

24
Cos(16°) = 25

30



Guia de Aprendizaje de Matematica 11°- Media Académica %
El Mundo WMaravilloso de la Matemdtica

Ejemplo 3: encontremos la sec16°’

. 1 1
Sabiendo que la sec 8 = o entonces podemos asegurar que la sec16° = cos1c’

4 o . 24
Puesto que hemos calculado en el ejemplo 2 el cos16° y encontramos que es igual a Py

Podemos resolver este ejemplo tomando esa informacidn de la siguiente manera:

1
sec16®° = ———
cos 16°
1 o
secl6® = Remplazamos el coseno de 16°.
24/
25

Por ser una divisién de un entero entre una
fraccién no queda un producto del numerador
por el reciproco del denominador.

secl6° = (1) (g)

o 25 Luego de multiplicar se obtenemos la solucién .
secl16°® = 22

Ejemplo 4: encontrar la tangente de 8°.

Podemos encontrar que 8° es igual a la resta de los angulos notables 53° menos 45°
Entonces podemos utilizar la formula.

tan o« — tan
1+ tan «. tanf

Tan(x — B) =

tan 53° — tan 45°

Tan(53° — 45°%) = 1+ tan53°- tan45°

Escriba sus anotaciones aduil
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e Repasemos los siguientes conceptos:

a0®

53137

&

tan 53° = Opuesto _ 4 Opuesto 1

= == tan 45° = =-=1
Adyacente 3 an Adyacente 1

Ahora que hemos recordado como obtener los datos necesarios, procedemos a resolver.

tan 53° — tan45°
1 + tan53° - tan45°

Tan(53° — 45°) =

4 1 En el numerador se resuelve la resta
Tan(53° — 45°) = 3 7 indicada:
1+(3-1) 4 4-3 1
——1=—==
3 3 3

Mientras que en el denominador, por el
momento solo resolvemos la

T s . 4 4
multiplicacién indicada: 3 1= 3
1 En este momento podemos realizar la
3

Tan(53° — 45°) = — suma expresada en el denominador.
1+(3) L

+
3 3 3
Ahora por ser una division de fracciones, se

resuelve el producto del numerador por el
reciproco del denominador y sabiendo que

ahora se puede simplificar, se tiene:
13 1

37 7

Tan(53° — 45°) =

w|\1|w|>—\

Tan(53° — 45°) = ;
IGENTAL! Ha culminado el +tema 4.
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ACTIVIDAD DE AUTOEVALUACION »

4

Observe los siguientes triangulos. Encierre la letra que muestra un tridangulo rectangulo;

i

en los que son tridngulos rectangulos identifica los catetos y la hipotenusa, nombrando
con “h” a la hipotenusa y con “a@” y “b” a los catetos.

U 56

60°
d)

90°
60° 60°

II- Enlos triangulos rectangulos siguientes, encuentra el valor del lado y el angulo faltante

530 36°

Escriba sus apuntes aquiv
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Ill- En el siguiente ejercicio escribe los valores de cada funcién trigonométrica, dado el
siguiente triangulo con respecto al angulo B:

C

/ senB = — cotB = —

cosB = — secB = —

L [

IV- Uso de las identidades de angulos compuestos. Estos calculos se deben hacer sin
uso de calculadora.

1. Encuentre el coseno para 97°

el

2. Halla el valor de tan 75°
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3. Busca a cuanto equivale el sen 15°

4, Cuales el valorde tan 23°

5. Elsen 83° es equivalente a
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V- Demuestre que las siguientes igualdades son identidades. Escriba el miembro
del cual parte para hacer la demostracion. No olvide escribir el dngulo.

a) (sen A cos B + cos Asen B) (cos A cos B + sen A sen B) = sen A cos A + sen B cos B

1+seny secy —tany _  4cscy

1-seny secy +tany  csc2y—1
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2| ALGEBRA
TEMA 5. MATRICES

e Matrices
Las matrices son herramientas fundamentales en las
matematicas puras y aplicadas, y cada vez mas importantes
en las ciencias fisicas bioldgicas y sociales. Una de las
principales aplicaciones de las matrices es la representacion
del sistema de ecuaciones de primer grado con varias
incégnitas.

Una matriz es un arreglo en filas y columnas de numeros
reales. Si la matriz tiene m filas y n columnas (m y n
enteros positivos), entonces la matriz es de orden m x n. Si
m # n, la matriz se llama matriz rectangular, y sim =n,
la matriz se llama matriz cuadrada de orden n.

Por ejemplo, la matriz A tiene dos filas y tres columnas, es
una matriz 2 X 3.

3 Columnas

I

Az[i g 18]: 2 Filas

En cambio, la matriz B tiene tres filas y dos columnas, es
una matriz 3 x 2.

-2 5
B=|3 12
-4 3

SABIAS QUE...

En la Electrénica el
comportamiento de
muchos componentes
electrénicos puede ser
descrito utilizando
matrices. Otras
aplicaciones es la
construccion de carteles
basados en una matriz de
diodo de nxn

En la electricidad las
matrices son usadas en la
solucidén de circuitos
eléctricos, el analisis de los
circuitos RC, analisis de
circuitos RC sin fuentes.
De igual manera en la
aplicacién del método de
solucion circuital y nodal
por medio de matrices de
impedancia y admitancia®.

> Obtenido de: https://www.slideshare.net/GizehRodriguez/matrices-en-la-vida-cotidiana
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e Simbologiay elementos de una matriz
Simbolizamos las matrices con las letras mayusculas del abecedario A, B, C, .... Un elemento
de la matriz es simplemente una entrada de la matriz. Cada elemento en una matriz se
identifica al nombrar la fila y la columna en los cuales aparece. Por ejemplo, considera la
matriz C, para nombrar sus elementos usamos la simbologia cijsiendoi la filay j la columna.

4 -8 16
C= [ 2 10 -10 ]
-4 12 4
La matriz C es una matriz 3 x 3 con c13= 16

c13= 16 Indica el elemento que ocupa la primera fila y la tercera columna.

c32= 12 Indica el elemento que ocupa la tercera fila y la segunda columna.

e Solucion de sistemas de ecuaciones por medio de matrices
Las matrices se pueden utilizar para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Para ello, lo
primero que hacemos es escribir el sistema de ecuaciones en forma de matriz ampliada.
Luego, realizamos algunas transformaciones de la matriz con sistemas equivalentes, similar
al método de reduccion, Pero utilizando Unicamente los coeficientes.

Ejemplo 1: Un autobus dedicado a los viajes de turismo interno en la ciudad de Panama
cuenta con dos pisos. En el primer piso cuenta con 25 asientos y en el segundo piso con 30.
Si se logra ubicar todos los asientos en ambos pisos el ingreso total sera de B/. 1525.00. En
el ultimo viaje realizado solo se logré ubicar 15 asientos en el primer pisoy 21 en el segundo
con uningreso de B/. 1005.00. ¢Cudl es el precio de un asiento de cada piso?

Solucién:
Se plantea el sistema de ecuaciones:
v Sea A el precio de los asientos del primer piso y B el precio de los asientos del

segundo piso. Entonces:
{25A + 30B = 1525
154 4+ 21B = 1005

Solucionaremos este problema, utilizando matriz de coeficientes.

Paso 1: Escribimos el sistema como matriz de coeficientes ampliada y lo que resulta:

[25 30 1525
15 21 1005
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Paso 2: Para hallar el valor de una de las variables, dividimos la fila 1 entre 5 (porque
todos los numeros son multiplos de 5) y la segunda entre 3, resultando:

5 6 305]
5 7 335

Paso 3: Multiplicamos la segunda fila por (-1) para que el 5 de la segunda fila se convierta
en el inverso aditivo de 5 en la primera fila:

55 5 55

Paso 4: Sumamos la primera fila y la segunda fila:
0 —1 -30

Paso 5: Volviendo a escribir la segunda fila como ecuacion, obtenemos:

—B = =30
B = 30
Reemplazando el valor de B=30 en la primera ecuacién tenemos:
25A + 30B = 1525
254 +30(30) = 1525
25A+ 900 = 1525
25A =1525-900
25A = 625
A =25
Respuesta: Un asiento del primer piso tiene un costo de B/. 25 y del segundo piso B/. 30

Cabe mencionar, que las matrices ampliadas son una forma abreviada de escribir sistemas
de ecuaciones. En una matriz ampliada, cada renglén representa una ecuacion en el sistema

de ecuaciones y cada columna representa una variable o los términos constantes.
Sistema de ecuaciones {25‘4 +30B = 1525
154 + 21B = 1005

Matriz ampliada:

[25 30 1525]<— Ecuacién 1

Ecuacion 2

15 21 1005
A B constantes
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ACTIVIDAD N°5.

Soluciona los siguientes sistemas por el método de matriz ampliada:

1 {2x—3y=7
3x+y=5

5 { 2x —5y =4
—-3x+2y=-1

3 {7x—4y=5
9x + 8y =13

Realice sus operaciones aqui
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3 | GEOMETRIA ANALITICA
TEMA 6. ECUACION DE LA RECTA

e Formas de la Ecuacion de una recta \ pendiente
La pendiente de una recta es una medida de su inclinaciéon. Matematicamente, la pendiente
se calcula como "desplazamiento vertical entre el desplazamiento horizontal" [cambioen y
(ye) dividido entre el cambio en x (equis)].

¢Qué es la pendiente?

La pendiente es una medida de la inclinacidn de una recta.

Pendiente =

desplazamiento vertical Ay

desplazamiento horizontal Ax

Para profundizar, en la definicién de la pendiente, te
recomendamos que observes el siguiente video®. Accede aqui »
o copia la direccidn https://youtu.be/jplOnLHIxrg

Ejemplo 1: Dada la grafica de una recta, determine su pendiente. Observe la Figura 4.

L.

Figura 4.

6 Obtenido de Khan Academy.

y

' 4
S
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Solucion:

8

Para determinar la pendiente, marquemos dos puntos por donde pasa la recta, pueden

ser (0,5)y (4,2).

Observe (0,5) y (4,2) en la Figura 5:

'Y,

Figura 5

-3

Observe que en la Figura 6 que, por
cada tres unidades que nos movemos
verticalmente hacia abajo de la recta,
nos movemos horizontalmente cuatro

) Ay desplazamiento vertical 2-5
Pendiente = — = - - = =
Ax desplazamiento horizontal 4 —0 4
4
® - mmmmmme B  -
P
i unidades a la derecha.
Figura 6
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e Forma pendiente ordenada al origen
Ahora que hemos repasado el concepto de pendiente veremos las diferentes formas de la
ecuacion de la recta:
La forma pendiente-ordenada al origen es una representacion especifica de las

ecuaciones lineales y tiene la siguiente estructurade y = MM X + b
Ordenadaal
Pendiente origen
Variable Variable

dependiente independiente

En la ecuacion anterior, m y b pueden ser nimeros reales cualesquiera. Por ejemplo, las
siguientes ecuaciones lineales corresponden a la forma pendiente-ordenada al origen:

y =4x —6

y=-8x+ 3,5

y = 12- 144 x
Por otro lado, las ecuaciones lineales a continuacion no estan expresadas en la forma
pendiente-ordenada al origen:

3x + 5y = 2
y-5=3(x - 2)
x=3x—-9

La forma pendiente-ordenada al origen es la mas destacada de las representaciones que
hay para las ecuaciones lineales. Por las siguientes razones a mencionar:

La forma pendiente-ordenada al origen tiene la ventaja de que exhibe las dos
caracteristicas principales de la recta que

representa: ——1+— ‘“y
» Lapendiente esm )
» Lacoordenada y de la interseccidn con el 1
eje y es b. Es decir, la recta se interseca | J
con el eje en (0, b) TTT 19 | ji
Por ejemplo, larectay = 4 x - 6 tiene )
pendiente 4 y se interseca con el eje y en: ’
(0,-6). )
Como podemos ver, en la Figura 7, esta N
representacion da la pendiente y la ordenada al T [ | K
origen (es decir, la interseccion de larectaconel | | | | '\ [ ] ||
eje y) y es la razén por la cual se llama forma | | | | [} | Ordenafaalorigen=(0-6]
pendiente-ordenada al origen. Figura 7
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Ejemplo 2: ¢{Cudl es la pendiente de la recta representadapory = 3 x + 57
Solucion:

Recuerda que en laformay = mx + b, la pendiente estd dada por m.
Portantoy = 3 x + 5 tiene una pendiente de 3.

Ejemplo 3: ¢Cudl es la ordenada al origen de la recta representada por

y = —5x — 8?
Solucion:
e Enlaformay = mx + b laordenada al origen esta dada por b.
e Enlainterseccién con el eje y, x siempre es igual a cero.
e Porlotanto,y = —5 x - 8seinterseca con el eje y en el punto (0,—8)

Ejemplo 4: ¢Cual es la ordenada al origen de la recta representada pory = 7 x?

Solucion:

Recuerde que en la forma y = m x + b la ordenada al origen esta dada por b. Si el término
b no aparece, eso quiere decir que b es igual a cero. De otra manera, podemos escribir la

ecuacién dada como:
y=7x+0.
Porlotanto,y = 7 x + 0 seinterseca con el eje y en el punto (0,0).

Ejemplo 5: ¢Cual es la pendiente de la recta representadapory = 2 — 4 x?
Solucidn:

Recuerda que en laformay = mx + b, la pendiente estd dada por m.
Portantoy = 2 — 4 xtiene una pendiente de —4.

Realice sus operaciones agui
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ACTIVIDAD N°6.1

A. Repasemos lo aprendido.

| Parte. Seleccione con un gancho Vla respuesta correcta.
1) ¢éCuadles rectas se intersecan con el eje y en el punto (0, 3)?

[l y=—4x+3
[l y=3x+2
[l y =6+ 3x
[l y=3-x

2) ¢Cémo encontramos la pendiente de una recta que esta dada en forma pendiente-
ordenada al origen?

] La pendiente es el primer nimero que aparece en la ecuacion

] La pendiente es el coeficiente que multiplica a X, sin importar el orden en el
que aparece.

Il Parte. Responda de acuerdo con lo solicitado.

1) Escriba la ecuacidn de una recta cuya pendiente es 9 y se interseca con el eje y en

(0,—-12).
2) ;Cual es el punto de interseccionde larectay = —7 x — 2 conel eje y?
3) ¢Cudleslapendientedey = —15?

4) ¢Cudlesla pendientedey = 6x — 117

Realice sus operaciones agui
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o Forma Punto-Pendiente
La forma punto-pendiente es una forma especifica de ecuaciones lineales en dos
variables:
y — b =m(x-a)
Cuando una ecuacion estd escrita en la forma punto-pendiente, m da la pendiente de la
recta y el punto (a, b) es un punto por donde pasa la recta. Esta forma se deriva de la
féormula de la pendiente.

Para profundizar, en la definicién punto-pendiente, le
recomendamos observar el siguiente video?. Acceda aqui
o copie la direccidn https://youtu.be/tsv4KJ-9ais

Encontraremos la ecuacion punto-pendiente a partir de sus caracteristicas o su grdfica.

a) Laecuacion a partir de la pendiente y un punto.

Ejemplo 1: Determinar la ecuacién de la recta que pasa por (2, 7) y cuya
pendiente es —3.

Solucion:

7 Obtenido de Khan Academy.
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Para ello sustituimos m = —3,a =2y b = 7 en
la forma punto-pendiente y graficamos.

y—b=m(x-a)

y—7=-3(x-2)
y—7=-3x+6

y=-3x+6+7

y —-3x+13

b) La ecuacién a partir de dos puntos.

y-T=-3(x-2)

(2,7)

Pen

rdiente

-2

- [

/__V

Figura 8

Ejemplo 2: Determinar la recta que pasa por los puntos (4,3) y (5,7).

Solucion: Para hallar la solucién, primero usamos los dos
puntos para encontrar la pendiente:

Pendiente =

>
<

N>
IS}

w

Il
vl
..[>H|-l>|
NN

Ahora usamos uno de los puntos, tomaremos (4,3), y

escribimos la ecuacién en la forma punto-pendiente.

y—b=m(x-a)
y—3=4(x—4)

y =4x-16+3
y=4x—-13

c) Forma punto-pendiente.

5.7)

y-3=4(

Pendiente

Y

Figura 9
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Ejemplo 3: Observe la grafica y determine la ecuacidon en la forma punto-pendiente a
partir de dos puntos.

Solucion:
Para realizar esta actividad necesitamos un punto y la 'Yl
pendiente que encontraremos a través de la representacion

.q.
=
<

grafica que nos dan. /

Para ello seleccionamos un punto por donde pasa la recta, /
escogeremos (4, 3) y la pendiente la determinamos de forma = ~ °[ | ¢
grafica seleccionando dos puntos por donde pasa la gréfica,
escogeremos (4,3) y (2, —1) como muestra la Figura 10. . /

_,_________
L
<
#
|
IS

o
-

<

v A partir de dos puntos. Figura 10. Re;aresentacién grdfica
Seleccionaremos los puntos (4,3)y (2, —1) para determinar
la pendiente de forma algoritmica:

Ay -1-3 -4

endiente A > = +

Escogemos un punto de los anteriores para escribir la ecuacion:

y—b=m(x-a) /
y—3=2(x-4) /
y=2x—8+3 e /
Ty
y=2x-5 ) /|

Figura 11

ACTIVIDAD N°6.2.

1. Determine la ecuacidn de la recta que pasa por los puntos (5,—2) y (1,—3) enla
forma punto-pendiente.

2. Dada la siguiente grafica determine la ecuacién de la recta de la forma punto-
pendiente.

3. Tenemos la ecuacién de la forma punto-pendiente y — 9 = —4(x- 4)
identifique el punto (a, b) y la pendiente.
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4. Necesitamos determinar la ecuacidn de la recta en la forma punto-pendiente que
pasa por (5,—3) y tiene pendiente —7. ¢ Cédmo lo haria?
5. ¢éCudleslapendientedelarectay — 8 = 11 (x- 1)?

¢Por cudl punto pasa la recta? Seleccione con un gancho Vla respuesta correcta.
L] (81)
(] (-1,-8) T/
L] 1,8) S
L] (-8,-1) /
] (8,11) / |
L] (a1,1) /]

e Forma estandar de la recta
La forma estandar de las ecuaciones lineales de dos variables es:
ax + by = ¢

Generalmente en esta forma, a, b y ¢ son todos enteros.

Para profundizar, en la forma estandar de la recta, le
recomendamos observar el siguiente video?. Acceda aqui en
el icono o copie la direccién https://youtu.be/utUMbgmOm30

Cuando tenemos una ecuacién lineal en forma estandar, podemos encontrar sus
intersecciones con los ejes x y y. Esto también nos permite graficarla.

Observemos la ecuacion 2x + 3y = 12.
Sihacemos x = 0, obtenemos la ecuacion 3y = 12, y rdpidamente podemos decir que:

y = 4, lo que significa que la interseccién con el eje y es (0,4).

De manera similar, podemos hacer y = 0 para obtener 2x = 12 y encontrar que la
interseccion con el eje x es (6,0).

Ahora podemos graficar la recta.
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Lo dicho anteriormente se resume en la siguiente tabla:

Ecuacion Valor para x Valor paray Sustitucién Punto
0 3 2(0)+ 3y =12 (0,3)

3y =12

12

y=3

2x +3y = 12 y =3
6 0 2x +3(0) = 12 (6,0)

2x = 12

12

T2

=6

La grafica que resulta es la siguiente:

Lo

N

Ecufcién: 2x+3y= 1'2‘\ (6,0) X

>
e 2 4 N

=2

,
N4

Figura 12

Ejemplo 1: ¢Cual es la interseccion de la recta 3x - 6y = 12 con el eje x?

Solucion:
Para encontrar la interseccidn con el eje x haremos y = 0, podemos decir:
3x- 6y = 12
3x- 6(0) = 12
3x = 12
12
=3
x=4

Lo que significa que la interseccidn con el eje x es (4,0).
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¢éCual es la interseccion con el eje y?
Para encontrar la interseccién con el eje y haremos x = 0, podemos decir:

3x- 6y = 12
300)0-6y = 12 ‘A
-6y = 12 L

y = = ) (4".'%
—6 N : 2 ) H 5 &
y = _y /

Lo que significa que la interseccion con el eje
yes (0,—2).

Figura 13

Ejemplo 2: ¢Quéesy — 5 = 13 (x - 2) escrito en forma estandar?

Solucion:

En algunos casos, como al resolver sistema de ecuaciones, podriamos querer convertir
una ecuacién escrita de manera distinta para ponerla en la forma estandar. Convertiremos
la ecuacibny — 5 = 13 (x - 2) ala forma estandar:

y—5=13(x- 2)
y—5 13x- 26 Multiplique 13 por el binomio
y-13x = +5 — 26 Pongatodas las variables de un lado
-13x+y=-21

. . iy 2 .
Ejemplo 3: Convierta la ecuaciéon y = o X + 9 a la forma estandar.

Solucidn:
_ 2 +9
y= 7 x
—% x+ y = +9 Ponga las variables de un lado
—2x+7y= 63

Realice sus operaciones agui
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ACTIVIDAD N°6.3

s . 2 .
1. éComo se escribe y = —3x — 5 en la forma estandar?

Escoja una respuesta:
[] 3x+y= -3
[ 9y=—-18x-3
[ 27x+9y= -3
] 9x+9y=3

2. ¢Cudles lainterseccion de larecta 7x — 3y = —21 con el eje x y con el eje y?
3. ¢Quéesy+ 8= —3(x+5) escrito en forma estandar?
4. Grafigue —=5x+3y =15

Realice sus operaciones agui
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® Forma general de la recta
La forma general de la recta es ax + by + ¢ = 0 donde a, b y c son numeros reales.
La forma general de la ecuacion de una recta contempla tanto a las rectas verticales como
a las que no lo son. De la ecuacién general se puede despejar y de tal manera que se puede
determinar la forma pendiente-ordenada al origen asi:

ax+by+c =0
by = —ax —c

a c
= ——X— -
Y= b
. . a . . . c
Por lo tanto, la pendiente de la recta seriam = — b y lainterseccion con el eje y (0, — b ).

Ejemplo 1: ¢Cual es la forma general de la ecuaciéon y = 5x + 3?

Solucion:
Para expresar y =5x+ 3 en la forma general de la recta basta con pasar todos los
términos a un lado de la ecuacion:
y=5x+3
—-5x+y—-3=0
5x* —y+3=0  Multiplicando por -1
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Ejemplo 2: ¢Cudl es la forma general de la ecuacion de la recta que pasa por (—4,2) y
tiene pendiente 6?

Solucidn:
Con los datos que nos proporcionan podemos escribir la ecuacion de la recta en la forma
punto-pendiente para luego escribirla en su forma general asi:

y—-—3=2(x-4) Se expresa de la forma punto — pendiente.
y—-—3=2x-8 Multiplicacion de las expresiones algebraicas.
—2x+y—-—3+4+8 =0 Sepasantodos los términos a un lado de la ecuacién

y se reducen los términos semejantes.
-2x+y+5 =0 Se multiplica por — 1

2x —y—-5 =0 Forma general de la recta

Ejemplo 3: ¢Cual es la pendiente y la ordenada al origendelarectax + 3y-9 = 0?

Solucion:
a
En la actividad introductoria realizamos el despeje y encontramos que m = 3 y la
c

interseccion con el eje y (0, — b ). Primeramente, identificamosa = 1, b= 3yc= -9
para sustituirlo asi:

a
m=——

b

1 .
m=—- Pendiente

(0, _% )= (0, — "?9 )=(0, — _?9 )=(0,3)  Ordenada al origen.

ACTIVIDAD N°6.4

1. éCémo se escribe y = —9x + 15 en la forma general?
Escoja una respuesta:
0 9% +y=15
1 —-9%+y+15=0
1 9% +y—15=0
1 9%+y—-15=0

2. ¢Cudl es la forma general de la ecuacién 3y = —8x — 11°?
3. éQuéesy+ 12 = —7(x — 6) escrito en forma general?

54



Guia de Aprendizaje de Matematica 11°- Media Académica %
El Mundo WMaravilloso de la Matemdtica

4. ¢Cudl es la forma general de la ecuacién de la recta que pasa por (7,—8) y tiene
pendiente 9?

TEMA 7. LAS SECCIONES CONICAS
H—ulagawws un poco de Historial

En el siglo XVI el filésofo y matematico René Descartes (1596-1650) desarrollé un método
para relacionar las curvas con ecuaciones. Este método es la llamada Geometria Analitica.
En la Geometria Analitica las curvas conicas se pueden representar por ecuaciones de
segundo grado en las variables x e y. El resultado mas sorprendente de la Geometria
Analitica es que todas las ecuaciones de segundo grado en dos variables representan
secciones cénicas.®

Las secciones cdnicas son curvas que pueden obtenerse como la interseccién de un cono
circular recto con un plano que no contenga el vértice del cono.

Una superficie cénica de revolucion o cono de doble hoja se obtiene al girar una recta
alrededor de una recta fija llamada eje.

8 Cdnicas-Recursos TIC
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales profesor/Documentacion 4D/mates/g
analitica/conicas.htm#:~:text=En%20e1%20sigl0%20XVI%20el,las%20variables%20x%20e%20y.
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Vértice

El punto de corte de ambas rectas es el vértice de la superficie cdnica. Las diferentes cénicas
se obtienen al intersecar una superficie cdnica con un plano. Las curvas obtenidas pueden
ser: una parabola, una circunferencia, una elipse o una hipérbola.

Parabola

Circunferencia

Elipse

Hipérbola

El plano es paralelo a la
generatriz de la
superficie conica

El plano corta de forma
perpendicular a la
superficie conica.

El plano corta
transversalmente a la
superficie conica.

El plano es paralelo al
eje de la superficie
conica.

Si desea aprender mas sobre las secciones cdnicas, le recomendamos mirar con
detenimiento el video que aparece en el enlace debajo de la siguiente figura.

Para profundizar, en la forma estdndar de la recta, le recomendamos
observar el siguiente video®. Acceda aqui en el icono o copie la
direccion https://www.youtube.com/watch?v=GHgHx1X4XDI
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Iniciaremos con el estudio de las secciones cénicas, en particular con la pardbola como
recomienda e Curriculo priorizado del MEDUCA para el area de Profesional y Técnica.

® |3 Parabola
Las parabolas se conocen cominmente como las graficas de funciones cuadraticas. Pueden
también verse como el conjunto de todos los puntos cuya distancia desde un punto
determinado (el foco) es igual a su distancia desde una linea determinada (la directriz)°.

Elementos de una parabola:

= Foco (f): Es el punto fijo.

= Vértice (v): Es el punto medio entre el foco y la directriz.

= Directriz (d): Es larecta fija.

= Parametro (p): Es la distancia entre el foco y el vértice de una parabola.

= Ladorecto (Lr): cuerda que pasa por el foco y es paralela a la directriz.
Es equivalente a 4 veces el parametro (4p).

Foco (f)
Vértice (v)
Directriz (d)
Parametro (p)
; Lado recto (Lr)

AL

3l

Lado racto

® FEcuacion de la parabola
Veremos como se grafica una pardbola cuando se conoce el foco y la directriz. Es importante
comprender la siguiente tabla para la resolucién de ejercicios.

9 Khan Academy.
https://es.khanacademy.org/math/precalculus/x9e81a4f98389efdf:conics/x9e81a4f98389efdf:parab-focus-
directrix/a/parabola-focus-directrix-review
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Si abre hacia abajo:
T (x—h)?=-4p(y—k)

Si abre hacia arriba:
(x—h?=4p(y-k)
LR f

4}
p 1v(hK)

A
v

directriz (d)

Si abre hacia la derecha:
(y—-k}?=4p(x—-h)

directriz (d)
Si abre hacia la izquierda:
il R y—k)?=-4p(x—h)

A
Y

Ejemplo 1. ¢Cudl es la ecuacion de la pardbola con foco en (6, -4) y directrizen y = =7?

Para encontrar la ecuacion de la parabola usaremos la siguiente parrilla o tabla, donde
ubicaremos primeramente los valores que nos da el enunciado del problema para luego de
acuerdo con las definiciones ir buscando el resto. Le recomendamos antes de iniciar tener
a mano su plano coordenado para que represente primeramente los valores que le facilita
el enunciado y luego los que va obteniendo en el transcurso de la solucién.

De acuerdo con los datos que nos proporciona la directriz (y = —7), nuestra parabola
puede abrir hacia arriba o hacia abajo, ya que al extenderse la pardbola no toca la directriz.
Cuando graficamos y=-7 se comprende mejor hacia dénde abre la pardbola y se
complementa cuando ubicamos el foco. Recuerde que el vértice se encuentra entre la
directriz y el foco.

Elementos Procedimiento Observaciones
Foco (f) (6, -4) Me lo facilita el enunciado.
Vértice (v) Calculamos la distancia entre el foco y un Es el punto medio entre el foco

punto en la directriz usando la férmula de la  y la directriz. Se puede calcular
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Directriz (d)

Parametro (p)

distancia entre dos puntos, que corresponde
al teorema de Pitagoras. El punto (6, -7) lo
obtenemos de la grafica.

Xp Y1 Xz

(6,-4)y(6,7)

d=\/()’2 =y + (g —x1)?
d=\/(=7 — —4)% + (6 — 6)2
d=y/(=7 + 4)% + (0)?

(=3)* +(0)
d=v9
d=3

Luego3+2=1,5
Por tanto el vértice tiene coordenadas
(6;5,5)

y = =7

Lado Recto (LR) LR = 4(p) = 4(1,5) = 6 unidades

Ecuacion

El lado recto indica la abertura de la
parabola

Coordenadas del vértice:
h K
(6,5,5) p=15

Se sustituyen los valores en la ecuacion.
(x—h)?=4p(y -k
(x—6)?=4(15) (y - 55)
(x—6)>=6(y—55)

(x —6)%> =6y —33

(x —6)2+33 =6y

6y = (x —6)% + 33

TTTY
gy g -sg

con la férmula de la distancia
entre dos puntos o identificar
graficamente.

Cuando representamos el punto
fen el planoy la directriz (d) nos
damos cuenta de que entre
ambos hay una distancia de 3
unidades. Como el vértice es el
punto medio entre el foco y la
directriz podemos calcularlo
dividiendo 3+2=1,5

Puede usar la estrategia que le
resulte mas conveniente.

Me lo facilita el enunciado. Su
representacion en el plano
coordenado nos facilita
entender hacia donde puede
abrir nuestra parabola. En este
caso abre hacia arriba.

Es la distancia entre el foco y el
vértice de la pardbola. El cdlculo
anterior nos permite encontrar
esa distancia, la cual es de 1,5
(una unidad con cinco décimas).
También se puede obtener a
través de la distancia entre dos
puntos.

Cuerda que pasa por el focoy es
paralela a la directriz. Es
equivalente a 4 veces el
parametro (4p).

Puede realizar las operaciones
con la ayuda de una calculadora.
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_ (x—6)?+33
B 6

_ (x—6)% 33
~ 76 %
_(x—6)* 11
6 2

-2

Lado Recto (LR)

Y

=

Ejemplo 2. ¢Cual es la ecuacidn de la parabola con foco en (-4, 8) y directrizen x = —67?

Para encontrar la ecuacion de la parabola usaremos la parrilla o tabla parecida al ejemplo

1.

De acuerdo con los datos de la directriz x = —6 nuestra parabola puede abrir hacia la
derecha o hacia la izquierda, para su mejor comprensién se recomienda graficar la recta.

Elementos

Foco (f)

Vértice (v)

Procedimiento
(_41 8)

Calculamos la distancia entre el foco y un
punto en la directriz usando la férmula de la
distancia entre dos puntos, que corresponde
al teorema de Pitagoras. El punto (-6,8) lo
obtenemos de la gréfica.

Xy Y1 X; Yz
('418)V('618)

d=y (2 = y1)? + (x; — x,)?
d=y/(8 —8)2 + (—6 — —4)2

Observaciones
Me lo facilita el enunciado

Es el punto medio entre el foco
y la directriz. Se puede calcular
con la férmula de la distancia
entre dos puntos o a través de la
grafica.

Cuando representamos el punto
fen el planoy la directriz (d) nos
damos cuenta de que entre
ambos hay una distancia de 2
unidades. Como el vértice es el

60



Guia de Aprendizaje de Matematica 11°- Media Académica
El Mundo WMaravilloso de la Matemdtica

Directriz (d)

Parametro (p)

Lado Recto (LR)

Ecuacion

d=/(8 —8)2 + (—6 + 4)?

d=4/(—2)?
d=v4
d=2
Luego 2+2=1
Por tanto el vértice tiene coordenadas (-5; 8)
x = —6
p=1

LR = 4(p) = 4(1) = 4 unidades
El lado recto indica la abertura de la
parabola

Coordenadas del vértice:

K

h
(-5;8) p1

Se sustituyen los valores en la

ecuacion.
(y-k?=4p(x-h)
(y—8)?=4(1) (x—-5)
(y—8)?=4(x+5)
(y—8)2=4x+20

(y —8)% —20 = 4x

4x = (y—8)2 - 20

_(-8)?%-20

=

_(y—-8?% 20

X=" 7%
—_g)2

x=LY _5
2

e

punto medio entre el foco y la
directriz podemos calcularlo
dividiendo 2+2=1

Puede usar la estrategia que le
resulte mas conveniente.

Me lo facilita el enunciado. Lo
que indica que la parabola
puede abrir hacia la derecha o
hacia la izquierda. En este caso
abre hacia la derecha.

Es la distancia entre el foco y el
vértice de una parabola. El
calculo anterior nos permite
encontrar esa distancia, la cual
es de 1 (una unidad).

Cuerda que pasa por el focoy es
paralela a la directriz. Es
equivalente a 4 veces el
parametro (4p).

Puede realizar las operaciones
con la ayuda de una calculadora.
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T

Directriz (d)

A
1

ACTIVIDAD N°7.

Si necesita ver mas ejemplos desarrollados sobre cdmo encontrar la ecuacion de la parabola

le recomendamos ver el video que se encuentra en el siguiente enlace:
https://www.youtube.com/watch?v=5Vgy7tdMC2k

1. Determine la ecuacion de las parabolas con los siguientes elementos:
a. Focoen(-2,5)ydirectrizeny =3

b. Focoen (0, —g) y directrizeny = —g
c. Focoen (-5,0)ydirectrizenx =5

d. Focoen (0,-2)ydirectrizenx =5
Puede usar como guia la siguiente tabla:

Elementos Procedimiento
Foco (f)
Vértice (v)
Directriz (d)
Parametro (p)
Lado Recto (LR)
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Ecuacion

2. ¢Cudles son los elementos (foco, vértice y pardmetro), la longitud del lado recto, la

directriz y la ecuacién de la siguiente parabola?
2

A Y

3. Dada la siguiente parabola encuentre:
a. Coordenada del foco:
Coordenada del vértice:
Longitud del parametro:
Longitud del lado recto:
Ecuacion de la parabola:

© oo o
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KHAN ACADEMY @ Khan Academy

® Aprendemos, reforzamos y atendemos a la diversidad

Le recomendamos practicar durante la semana, una hora en la plataforma mas popular del

mundo para aprender matematicas. Visite esta y otras actividades, busque pistas, vea

videos y refuerce los contenidos. Es totalmente gratuita. Podra registrarse con su correo

electrénico en https://es.khanacademy.org/.
Empecemos con la HORA DE KHAN ACADEMY

TEMA1:
1. Identidades trigonométricas

https://es.khanacademy.org/math/trigonometry/trig-equations-and-identities/using-

trig-identities/v/examples-using-pythagorean-identities-to-simplify-trigonometric-
expressions?modal=1
2. Identidad Pitagérica

https://es.khanacademy.org/math/trigonometry/trigonometry-right-triangles/intro-to-

the-pythagorean-identity/v/pythagorean-trig-identity-from-soh-cah-toa?modal=1

3. Introduccidn a la forma pendiente-ordenada al origen
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:forms-of-linear-
equations/x2f8bb11595b61c86:intro-to-slope-intercept-form/e/slope-from-an-
equation-in-slope-intercept-form

4. Grafica a partir de la pendiente ordenada al origen
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:forms-of-linear-
equations/x2f8bb11595b61c86:graphing-slope-intercept-equations/e/graph-from-
slope-intercept-equation

5. Laforma punto-pendiente
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:forms-of-linear-
equations/x2f8bb11595b61c86:point-slope-
form/e/converting between point slope and slope intercept

6. Convierte ecuaciones lineales a la forma estandar
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:forms-of-linear-
equations/x2f8bb11595b61c86:standard-
form/e/converting between slope intercept and standard form

CURSOS GRATUITOS DE GEOGEBRA

Descarga curso inicial y avanzado en:
https://www.oei.es/Educacion/recursoseducativosoei/formaciondocente
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AUTOEVALUACION A-1

Estimados Alumnos(as): con el propédsito de favorecer el desarrollo de la guia de
aprendizaje, le presentamos la autoevaluacion de la misma.

La autoevaluacion induce a que “los alumnos desarrollen el hdbito de la reflexion, y la
identificacion de los propios errores, cuestion fundamental cuando se trata de formar
personas con capacidad para aprender de forma auténoma”. (Valero-Garcia, M., & de Cerio,
L. M. D. 2005, p.27)

La siguiente tabla debe ser completada al culminar todos los temas, evallese y propdngase
nuevas metas en el aprendizaje. Las preguntas van conectadas a una escala que usted

considerard segun el trabajo realizado hasta el momento. Esta evaluacién es cualitativa.

e Al completar la unidad 1, autoevallese segun la siguiente escala de logros:

Lo he logrado Lo estoy logrando Estoy intentando No lo he Logrado
lograrlo
5 4 3 2
AL CONCLUIR LA UNIDAD 1 DEL GUIA DE COLOQUE UN NUMERO SEGUN LA
APRENDIZAJE CONSIDERO QUE: ESCALA

En la asimilacion de todos los conceptos

En la actitud positiva ante los retos al desarrollar
los ejercicios

En incrementar mi curiosidad por investigary
descubrir cosas nuevas

En mejorar mi capacidad para resolver problemas

En hacer buen uso de las TIC’s para profundizar e
investigar con las diferentes plataformas
educativas

En seguir las indicaciones y sugerencias del guia
de aprendizaje

En hacer buen uso del tiempo para resolver las
tareas

En conectar los temas con la vida diaria

TOTAL DE PUNTOS -
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RESPUESTA DE ACTIVIDAD N°2.

A- Repasemos lo aprendido.
I- Doble alternativa.

K IKIK<

II- Desarrollo.
1) Escriba dos funciones reciprocas. (puede escribir cualquiera de las tres)

SenA.CscA=1,TanB.CotB=1

2) Escriba una funcién cociente.

Demostracion pagina 11
Cos A

= cotA
sen A

X lado adyacente
= I = DAY _ cotA
y lado opuesto

SRR

. Cos A X
Demostracion: —— = -,
sen A T

<=

3) Escriba dos funciones pitagoricas.

e 1+tan’B=sec’B
Demostracion: Partiendo del teorema de Pitagoras

X2 +y? = r?, dividiendo por x? cada uno de los términos tenemos
2 2 2
y

X r

x2 x%z @ xZ

2 2
y _ (T . g .
1+ (;) = (x) (simplificando y aplicando leye de los exponentes)

1+ tan? B = sec? B (reemplazando por definicidon de las funciones trigonométricas)

e Cot’B+1=csc’B
Demostracién: Partiendo del teorema de Pitagoras
X2 +y? =2, dividiendo por y% cada uno de los términos tenemos
x? y* r
vy

67



Guia de Aprendizaje de Matematica 11°- Media Académica %
El Mundo WMaravilloso de la Matemdtica

X 2 T 2 . e .
(—) +1= (;) (simplificando y aplicando leyes de los exponentes)

cot? B + 1 = csc? B (reemplazando por definicidn de las funciones trigonométricas)

B- Esta seccidén son demostraciones en las que debes partir de un miembro para llegar al
otro, empezando por lo general por el miembro mas complejo.

RESPUESTA DE ACTIVIDAD N°3.
I- Observe la siguiente formula
1. Cos(x +p) = cos %.cosp — sen .senf
2. Cos(x —pB) = cos «.cosf + sen %.senfs
II- Respuesta: c.

- Tan(x —B) =

tano—tan 8
1+tanx.tanf

RESPUESTA DE AUTOEVALUACION. PAGINA 27
l-ayd

o
Z
Y
]

=

a

&

Q
o

II- a) Lado faltante =5 b) lado faltante = 3

0 =37° B =54°
I- senB=2 cosB=E tanB=2 cotB=E secB=g cscB=g
a a c b c b

IV- Angulos compuestos

1. cos97°=4_3\/§
10
o _ 3+V3
2. tan75 =i
3 Se7115°=\/6:/E
o 12-343
4, tan 28° = YW
5. sen 83° /343
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ANEXO 11°

Los recursos complementarios que anexamos son de:

http://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/trigonometria/razones-trigonometricas-3.html

RAZONES TRIGONOMETRICAS

SOH-CAH-TOA: Una manera sencilla de recordar

SOH-CAH-TOA es un acrénimo que se usa para poder memorizar las definiciones de las
razones trigonométricas mds importantes: seno, coseno y tangente. La siguiente tabla

explica su significado.

Arrontmo Deseripeion verhal

[ ¥etinicion matematicas
iest

SO0 Seno o5 Opuesto sobre [ipotenusa SO O = g

CAH Cosene es Advacente sobee Hipotenss i

Ivarente
higrilenni=a

TOA Tangente ex Opueste sobre Adyvacenle ey = ——

e

8

Para las otras razones trigonométricas, en vez de crear otro acrénimo, es mas sencillo
aprenderse el hecho de que la cosecante, secante y cotangente, son opuestos
multiplicativos del seno, coseno y tangente, respectivamente. En la siguiente tabla se

detalla.

Razén Trigonométrica

Seno

. . __ _opuesto
SEIL = hipotenusa

Coseno
advacente

Cosax = hipotenusa

Tangente
opuesto

tana = advacente

10 3 informacion de los anexos fue obtenida de:

Opuesto Multiplicativo

Cosecante
. . __ hipotenusa
GsCar = opuesto
Secante
., - hipotenusa
seca = adyacente
Cotangente
- __ adyvacente
cot v = opuesto
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IDENTIDADES TRIGOMETRICAS

[dentidades trigonomeétricas basicas

1
0 =—— 0 =
/ sen cscl cos secH
senf -csc =1 \ cosf -secd =1
csc9=sn9 secl = =0
- 1 fanll = senf
anv = cotl R = cos@
tanf - cotd = 1
5= cos6
cotf = B senf
tand

[dentidades trigonomeétricas pitagoricas

\ 4

senf = +1 — cos?6

sen?0 = 1 — cos?0

sen?0 + cos?6 =1

cos?0 = 1 — sen?6 M rosh = 41 —sen?l

tan?6 + 1 = sec?6 tan?6 = sec?6 — 1

\ 4

1+ cot?6 = csc?6 cot?6 = csc?6 —1
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8

Identidades trigonomeétricas pares e impares

Funciones Pares:

cos(—0) = cosb

sec(—0) = secH

Funciones Impares:

sen(—60) = —senf

csc(—60) = —csch

tan(—60) = —tan6

cot(—60) = —cotb

Identidades trigonomeétricas de suma

y resta de angulos

sen(a + B) = sena - cosp + senf - cosa

cos(a + B) = cosa - cosf F sena - senf

tana + tanf

t th =
an(a £ ) 1+ tana - tanf

[dentidades trigonomeétricas del producto-suma

N -

sena - senf3 =

[cos(a — B) — cos(a + B)]

1
cosa - cosf = 3

[cos(a — B) + cos(a + B)]

sena - cosf = % [sen(a + B) + sen(a — B)]

)7

sena + senff = 2 - sen(

sena —senff = 2+ sen(

a—ﬁ)

* COS (#)

) es()

cosa +cosfp =2+ cos(

a
cosa — cosf = —2 -sen(

2

75)sen(*27)
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tan =1

0°=0rad ¥ (COS)
1 360°=2m

240° = 411./3 2 300° = 511'/3

-1 [270° = 3n/2

v

Formulas para angulos dobles

cos?0 — sen?8 2 - tand
sen(260) = 2 - senf - cosO cos(20) ={ 1 — 2sen2d tan(20) = —————
> 1 — tan?0
2cos“6 — 1

Formulas para angulos medios

(7] s 1 —cosO 9)_+ 1+ cosf . (6)_+ 1—c059_1—cos(9_ senf
sen(2>—_ 2 COS(Z T 2 o 2) " T 14cos6  send ~ 1+ cos6
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